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 Аннотатция:В данной работе представлены метод и особенности метода 

использования итеративной метаэвристики для решения NP-сложной задачи. 
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 Annotation: This paper presents the method and features of the method for using 

iterative metaheuristics to solve an NP-hard problem. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим задачу календарного планирования в следующей постановке. 

Имеется проект, состоящий из множества взаимосвязанных работ  nV ,...,1= . 

Для каждой работ Vj   известна длительность ее выполнения 
+

 Zp
j . 

Прерывания выполнения работ не допускаются. Связи между работами задаются 
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технологией выполнения проекта и определяются отношениями 

предшествования вида ji → . Это означает, что работа j  не может начаться до 

завершения работы i . Такую взаимосвязь можно изобразить с помощью 

ациклического ориентированного графа ),( EVG = , в котором вершины 

соответствуют работам, а дуги - отношениям предшествования. Дуга Eji ),(  

тогда и только тогда, когда работа i  является непосредственным 

предшественником работы j . Также задан директивный срок Т выполнения 

проекта, к которому все работы должны быть завершены.Для выполнения работ 

требуются возобновляемые ресурсы m  видов. Известна потребность rj
q

 
работы 

j  в ресурсе вида r  в каждый период времени ее выполнения, 

njmr ,...,1;,...,1 == . Возобновляемые ресурсы характеризуются тем, что общее 

количество ресурса, требуемого для выполнения всех работ в момент времени t , 

не должно превосходить количества имеющегося ресурса. К такому виду ресурсов 

можно отнести время работы различного оборудование, рабочую силу и т.д [1, 2, 

3]. 

Ресурсы для выполнения работ проекта необходимо приобретать. В силу 

цело численности длительностей работ будем считать, что закупка ресурсов 

производится в целочисленные момента времени. При этом если объем 

покупаемого в некоторый момент времени ресурса r  не превышает 
norm

r
V , то его 

можно приобрести по обычной цене 
norm

r
C   за единицу. При превышении этого 

уровня устанавливается новая цена 
over

r
C  за единицу ресурса. Будем считать, что 

norm

r

over

r
CC  . Таким образом, поставщик предоставляет скидку при покупке 

ресурса сверх нормы. 

Расписание S определяется набором  n

jj
S

1=
 времен начала выполнения 

каждой из работ проекта. Кроме самого расписания необходимо знать план 

закупок ресурсов, а именно величины 
rt

b - объем закупаемого ресурса r  в период 

времени ....,,1, Trt =  Расписание и план закупок определяют допустимое 
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решение, если выполняются все ограничения предшествования, время 

завершения всего проекта не превышает T , и объем потребления каждого 

ресурса в период времени t  не превосходит объема закупленного ресурса в этом 

периоде времени, .,...,1 Tt =  

Задачи календарного планирования исследуются многими ученными. 

Среди ключевых работ по данной тематике можно выделить работа [2, 6]. С 

большинством классических критериев задача календарного планирования с 

возобновляемыми ресурсами является NP-трудной в сильном смысле. Выделим 

некоторые результаты по сложности задачи со складируемыми ресурсами. В [2] 

показана полиномиальная разрешимость задачи с критерием минимизации 

общего времени выполнения работ max
C . В [7] доказано, что задачи с критериями 

минимизации среднего времени завершения работ 


C и максимизации чистой 

приведенной прибыли NP -трудны в сильном смысле.Задача календарного 

планирования с рассматриваемым в работе критерием в случае 
norm

r

over

r
CC   и 

возобновляемыми ресурсами NP-трудна в сильном смысле [4,5]; со 

складируемыми ресурсами: с неограниченным складом - полиномиально 

разрешима, с ограниченным - NP -трудна в сильном смысле [3]. 

СВОЙСТВО ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ 

Приведем определения раннего и позднего расписания из [1] Раннее 

расписание  
n

j

p

j
S

1=
- расписание, которое каждой работе Vj  сопоставляет 

время, раньше которого работа начаться не может без нарушения ограничений 

предшествования. Аналогично определим позднее расписание  
n

jj
S

1=


как 

расписание, согласно которому каждой работе Vj  назначается время, позже 

которого работа не может начаться без нарушения ограничений 

предшествования и (или) увеличения времени выполнения проекта более 

критического времени kp
T . Критическое время выполнения проекта равно длине 

самого длинного пути в графе G (вес вершины равен длительности 
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соответствующей работы. Раннее и позднее расписание можно найти за 

полиномиальное время с помощью алгоритмов Форда [1]. 

Теорема. Для задачи календарного планирования с критерием 

минимизации затрат на приобретение складируемых ресурсов в случае 

снижения цены при покупке сверх нормы существует оптимальное расписание 

длины, равной критическому времени выполнения проекта kp
T . 

Доказательство: Рассмотрим некоторое оптимальное решение

 ),(


BS  с расписанием длины kp
TT  . Преобразуем данное расписание в 

допустимое расписание требуемой длины. Рассмотрим время начала каждой 

работы в решении ),(


BS . Так как kp
TT  , то хотя бы одна работа j  началась 

позже .


j
s  Уменьшим время её начала до .



j
s  Проверим все работы, 

предшествующие данной, на соблюдение условий допустимости. У работ, для 

которых нарушено условие допустимости, также уменьшим время начала до .


j
s  

и снова выполним проверку допустимости для предшествующих работ и т.д. 

Очевидно, что в силу конечности числа работ процесс конечен. Так как начала 

всех работ сдвинуты до 


j
s или на более ранний срок, то мы получили 

допустимое расписание длины kp
T . 

Теперь докажем, что целевая функция полученного решения не хуже, чем 

решения (S*, B*). В процессе построения ми сдвигали работы на более ранний 

срок, поэтому в некоторые моменты времени количество закупаемого ресурса 

стало больше, то есть не уменьшилось суммарное количество ресурса, 

закупаемого со скидкой. Следовательно, значение целевой функции не 

ухудшилось. Таким образом, полученное решение также является оптимальным. 

Теорема доказана. В силу теоремы оптимальное расписание достаточно искать 

среди расписаний длины kp
T , поэтому в дальнейшем будем предполагать, что 

kp
TT = [4, 5]. 
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МОДЕЛЬ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ЛИНЕЙНОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ. 

Построим модель целочисленного линейного программирования для 

рассматриваемой задачи. Введём следующие переменные: 

+
 ZY

norm

rt -количество ресурса вида r  приобретаемого по обычной цене в 

период времени   ;,...,1;,...,1, mrTtt
kp

==  

+
 ZY

norm

rt - количество ресурса вида r , приобретаемого со скидкой в период 

времени ;,...,1;,...,1, mrTtt
kp

== ; 





==
=

;,...,1;,...,1,,0

,,1

njTtиначе

tвременипериодевязавершаетсjработаесли
X

kp

jt ,  





==
=

;,...,1;,...,1,,0

,,1

mrTtиначе

tвременипериодевнормысверхтсяприобретаеrресурсесли
Z

kp

rt  

Запишем математическую модель: 

   
= = =

→+

m

r

T

t

T

t

over

rt

over

r

norm

rt

norm

r

kp kp

YCYC

1 1 1

min)(                                                           (1) 

 ,
norm

r

norm

rt
VY            ;,...,1;,...,1 mrTt

kp
==                                                      (2) 

 ,
norm

rrt

norm

rt
VzY  ;,...,1;,...,1 mrTt

kp
==                                                            (3) 

 
=



n

j

rjrt

over

rt
qzY

1

, ;,...,1;,...,1 mrTt
kp

==                                                               (4) 

 
=

=

kpT

t

jt
x

1

,1 nij ,...,=                                                                                         (5) 

  
==

−

kpkp T

t

ktk

T

t

jt
xpttx

11

,)( ;,...,1,;),( nkjEkj =                                            (6) 

   
=

+−

+

n

j

pt

over

rt

norm

rttjrj

j

YYxq

1

1

, ;,...,1;,...,1 mrTt
kp

==                                          (7) 

 ,,
+

 ZYY
over

rt

norm

rt ;,...,1;,...,1 mrTt
kp

==                                                        (8) 

  ,1,0, 
jtrt

xz    ;,...,1;,...,1 mrTt
kp

==  nj ,...,1=                                               (9) 
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Целевая функция (1) представляет собой минимизацию затрат на 

приобретение ресурсов. Выполнение неравенств (2)-(4) обеспечивает 

использование ресурсов со скидкой только в том случае, если их потребление 

происходит сверх нормы. Условия (5) гарантируют, что каждой работе назначен 

ровно один момент времени завершения. Неравенство (6) обеспечивает 

соблюдение частичного порядка, т.е. работа к не может начать свое выполнение, 

пока не завершена предшествующая ей работа j . Неравенство (7) задает 

ограничение на использование ресурса в пределах приобретенного количества в 

каждый период времени. 

Формулировка задачи в виде модели целочисленного линейного 

программирования позволяет использовать для ее решения многочисленные 

пакеты программного обеспечения. В частности, для тестирования данной 

модели применялся пакет CPLEX 11.0.Число переменных в модели равно 

)3( mnT
kp

+ , а число ограничений EnmT
kp

++4 . Поэтому уже при небольших 

значениях n и m задача ЦЛП имеет большую размерность. В связи с этим 

основное внимание исследователей уделяется построению «быстрых» 

специализированных алгоритмов, дающих достаточно хорошее приближенное 

решение. Далее для рассматриваемой задачи предлагается алгоритм такого 

типа. 

АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 

Опишем псевдо полиномиальный алгоритм нахождения приближенного 

решения для рассматриваемой задачи. Идеей алгоритма является построение 

допустимого расписания, в котором как можно больше периодов времени с 

максимально возможным количеством параллельно выполняющихся работ. 

Описание приведем для случая одного ресурса. 

Шаг 1: Вычисляем ранги всех работ проекта [1]. Упорядочиваем работы по 

не убыванию рангов. 

Шаг 2: С помощью алгоритмов Форда находим ранние и поздние 

расписания работ [1]. 
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Шаг 3: Составляем вспомогательную матрицу D размерности kp
Tn   по 

правилу: 





 
=

.,0

,,1

иначе

sts
d

n

j

p

j

jt   Определяем множества t
U , работ, которые могут 

начать выполнение в периоде t  

Шаг 4: Вычисляем  


=

1

1

Uj

jjt
qd - количество ресурса, закупаемого в 

момент ,t если все работа множества t
U , начинаются в этот момент. 

Шаг 5: Цикл для всех :Vj   

1) для очередной работы j  определяем момент времени ts
j

~
= , при 

котором ;max
,...,1,1

~
t

Ttd
t

kpjt


==

=  

2) в строке j  матрицы D зануляем все элементы, кроме 
tj

d ~  ; 

3) в строках матрицы D соответствующих работам, непосредственно 

следующим за работой j , зануляем все элементы до  jtj
pd +~ ; 

4) обновляем множества t
U  

5) пересчитываем все t
 , по правилу из шага 4; 

Конец цикла. 

Шаг 6: Вычисляем 
+

=

jjj pstj

t
B



объём ресурса, закупаемого в период 

времени t . 
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