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Annotatsiya: Ushbu maqolada matematikadan olimpiada masalalarini yechishda
analitik geometriyaning ba’zi metodlaridan foydalanish usullari ko ‘rsatib berilgan.

Kalit so‘zlar: olimpiada masalalari, olimpiada, mantiqiy fikrlash, analitik
geometriya, geometrik metod.

POJIb METOJI0OB AHAJIMTUYECKOUW 'EOMETPHUU B PEIIEHUU
SAJJAY MATEMATUYECKHUX OJINMIINA]L

AHHomauuﬂ: B oarnoii cmamoe NOKA3AHO, KAK UChoJib308amb HEKOMmMopbsLe Memoobi
QHAIUMUYECKOLL ceomempuu npu peweHuu mamemamuecKux OSLUMNUAOHBLX 300aY.

Knrwuesvie cniosa: osumnuaonvie 3a6auu, Oﬂumnuaaa, Jioeuwecxkoe moululjieHue,
aHaiumuuecrkad ceomempus, 2eomemputtec;cut2 Memoo.

THE ROLE OF ANALYTICAL GEOMETRY METHODS IN SOLVING
MATHEMATICAL OLYMPIAD PROBLEMS

Abstract: This article shows how to use some methods of analytical geometry in
solving mathematical Olympiad problems.

Key words: Olympiad problems, Olympiad, logical thinking, analytical geometry,
geometric method.

KIRISH
Ta’lim muassasalarida matematika o‘qitishning asosiy vazifasi o‘quvchi
yoshlarni vatanga sadoqat, yuksak ahloq, ma’naviy boylikka ega bo‘lish va mehnatga
vijdonan munosabatda bo‘lish ruhida tarbiyalashga qaratilgan. Ta’limning

insonparvar bo‘lishiga erishish, hozirgi zamon bozor iqtisodiyoti sharoitlarini
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hisobga olib har bir jamiyat a’zosini mehnat faoliyati va kundalik hayoti uchun zarur
matematik bilim, ko‘nikma va malakani berishdan iborat.

So‘nggi  yillarda =xalqaro olimpiadalarda bilimli, iqgtidorli yoshlarimiz
muvaffaqiyati yildan-yilga yaxshilanib bormoqda. Biz yoshlarimizni bundan ham
yuqori natijalarga erishib, davlatimiz obro‘—e’tiborini yanada oshiradi degan
umiddamiz. Bizning magsadimiz yosh avlodni layoqati, qobiliyati, iqtidorini
aniqlash, ochish va ularning rivojlanishi uchun imkoniyat yaratishdan iboratdir.

Zero, olimpiada masalalari elementar va oliy matematikaning eng jozibador
masalalar to‘plamidir. Olimpiada masalalari o‘quvchini chuqur fikrlashga, o‘z ustida
ishlab, iqtidorini-malakasini takomillashtirishga, boy 1ijodiy tafakkurga ega
bo‘lishga, qat’'iyatli inson bo‘lishga va qaror gabul qgila olishga o‘rgatadi.

Ma’lumki, olimpiada masalalari o‘quvchilarni mantiqiy fikrlash bilan birga o‘z
xulosalarini asoslashga undaydi. Masalalarni yechish davomida o‘quvchilar nazariy
bilimlarni takrorlaydi va uni amaliy jihatdan qo‘llash ko‘nikmasiga ega bo‘ladi.
Matematikadan olimpiada masalalarini yechishda matematik analiz metodlaridan
foydalanishni o‘rganish va ulardan foydalanish yo‘llarini topish o‘quvchilarni
matematikaga bo‘lgan qizigishlarini orttiradi. Ushbu ishda matematikadan
olimpiada masalalarini yechishda analitik geometriya metodlarining o‘rni va
tatbiglarini keltirishni magsad qilib oldik. Shuningdek, ushbu analitik geometriyani
masalalar yechishga tatbiq qilishga doir misollar yechimi uslubiyatini ko‘rsatiladi
hamda uchburchak metrik munosabatlari bilan bog‘liq murakkab masalalar
yechimlari o‘rganiladi.

METODOLGIYA

Ushbu ish — matematikadan olimpiada masalalarini yechishda analitik
geometriya metodlaridan foydalanishni o‘rganish va ulardan foydalanish yo‘llarini
topishga hamda ularga doir turli masalalarning yechish uslubiyatiga bag‘ishlangan.

1.Pifagor teoremasining tatbiqlari. Pifagor teoremasini 100 dan
ortiq turli xil isbotlari mavjud. Ushbu bandda Pifagor teoremasini qo‘llanilishi sohasi
naqadar kengligini ko‘rish mumkin.

l1-masala. ABC uchburchakning CA, CB tomonlariga va unga tashqi

chizilgan aylanaga urinuvchi aylananing radiusi r” uchun
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B B B e
r*:ﬂ\/(p_a)(p_b) (1)
p\ plp-c)
tenglik o‘rinli boladi. Bunda a=[BC|, b=|AC|, c=|AB| bolib, p -

uchburchakning yarim perimetri.

Yechish: ABC uchburchak o‘tmas burchakli (£C > 90°) bo‘lgan holda

isbotlaymiz. ABC uchburchakka tashqi chizilgan aylana markazi O,, CA, CB va
uchburchakka tashqi chizilgan aylanaga urinuvchi aylana markazi O, bo‘lsin. Bu
aylana AC tomonga N nuqtada urinsin. O,P L CA, O,K 1 O,P kesmalarni

o‘tkazamiz (1-chizmaga qarang). ZA=«a , ZC = f bo‘lsin. U holda

*

tg ZZ O]-N _r_
2 CN CN
Bundan
a’+b®-c?
1+ cos y 1+
CN =rctg 2 =r" =r’ 2ab -
2 sin y sin y
_r*(a+b—c)(a+b+c)_r*4(p—c)p —r*\/ p(p-c)
2ab sin y 4S8, pec (p-a)p-b)
O,KO , uchburchakda 0,0, = R — re,
p(p-c) a

QK=CN—CP:WJ -,
(p-a)p-b) 2

Bunda R — uchburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi.

Endi AO,KO , uchun Pifagor teoremasini qo‘llaymiz:
(O1K )2 + (OzK )2 = (0102 )2 )
ya’ni
W |[NamDPI
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_i] k-, ©

1-chizma

Endi ba’zi shakl almashtirishlarni bajaramiz:

2

b2 2_ 2

1. RZ—LEJ =\/R2—stin2a=R‘COSa‘=RL=
2 2bc
2 2
of b-c)-a” :R£1_2(p—b)(p—0)]_
2bc bc

, A4R(p-b)(p-c) abc _(p—b)(p—C):a,\/(p—b)(p—C)

be S e be p(p-a)

(2) tenglikdan
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> Rz_£if44ﬁ p(p-c) _aJ p(p-¢) .
2 (p-a)p-b) \(p-a)p-b)

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan

_ZR@_Z(p—bXp—cq+r* p(p-c) aJ plp-¢) _ o
(p

be —a)(p-b) a)p-b)

R(p-b)p-c) . b(r

be (p- a(p b) \/ —a)p b)‘

aJ(p—bXp—C) . p(p

op-a)  (p- a(p b <—a(p b)

. plp-c) _aJp—C(J p Jp—b]
(p-a)p-b) Vp-alVp-b p )
*_EEJW—aXp—M.

p p(p-c)

r

Demak, (1) tenglik o‘rinli.
ABC uchburchak to‘g‘ri burchakli yoki o‘tkir burchakli bo‘lsa ham (1)
formula o‘rinli bo‘ladi. Tenglik isbotlandi.
1-izoh: Agar ABC uchburchak to‘g‘ri burchakli bo‘lsa, (1) tenglikdan
rr=a+b-c
kelib chigadi.
2-izoh: ABC uchburchakka ichki chizilgan aylananing radiusi r bo‘lsa,
(1) tenglik
. abr
-
p(p-c)
ko‘rinishni oladi.
2-masala. Markazi A, B,C nuqtalarda va radiuslari mos ravishda a,b,c
ga teng bo‘lgan aylanalar tashqi tomondan o‘zaro urinadi. Bu aylanalar bilan

chegaralangan shaklga eng katta r radiusli aylana ichki chizilgan bo‘lsa,
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abc

ab +bc +ac +2+Jabc(a+b+c)
formula o‘rinli bo‘ladi.

Yechish. Umnumiylikka zid ish qilmagan holda a < b, a < ¢ deb hisoblaymiz.
Bu aylanalarning o‘zaro urinish nuqtalari A, B,,C, bo‘lib, biz izlayotgan aylana
markazi O bo‘lsin (2-chizmaga qarang). OA,OB,OC kesmalarni va OM , OE (
OM 1L AC, OE 1 AB) perpendikulyarlarni o‘tkazamiz. Belgilash kiritamiz:
MB, =z, EC, =y bolsin. AOM va COM uchburchaklar to‘g‘ri burchakli

bo‘lgani uchun Pifagor teoremasidan foydalanib,
AO*-MM *=CO*-CM ?
tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni

(a+c) -(a-z) =(C+r)° =(c+2z2)°.

Bu tenglikdan z = -r kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash jarayonni

C+a

b-a
takrorlab, y = A -r tenglikka ega bo‘lamiz.
+ a

W
47
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2-chizma
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CONCCCOONCOCEOUCEGGCAT TSSO OU OROTOTE SACOOCCICESOSOC S OO OUC R CCICK OGN AN
. . c b
Belgilashlar kiritamiz: /MAO =a, LZEAO = van= , m= ,
c+a b+a

. AOM va AEO uchburchaklar to‘g‘ri burchakli bo‘lgani uchun

X =
r+a
a—z Z+r 2C r
Cos o = =1- =1- . =1-2Xxn
a+r a+r c+a r+a
a—-y y+r 2b r
cos f = =1- =1- . =1-2xm
a+r a+r b+a r+a
bo‘ladi.

ABC uchburchak uchun kosinuslar teoremasini qo‘llab,

_(a+b)2+(a+c)2—(b+c)2_ o
cos(a + f)= 2ablarc) ¢

tenglikka ega bo‘lamiz.
Ushbu

(L-cos?ea)1-cos? B)=(cos a -cos B —cos(a + B))
ayniyatni e’tiborga olsak,
l-@-2m))a-(@-2mx)’)= (-2 )@- 2mx ) - (L 2mn))’
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikni soddalashtirsak, X ga nisbatan quyidagi kvadrat
tenglama kelib chiqadi:
(4(mn )+ (m - n)z)x2 —2mn(m+n)x+(mn)* =0.
Bundan
m+n-2mn(l-mn)

X, = . mn
' 4(mn )2 +(m - n)2

m+n+2/mn(1-mn)
X, = -mn

i 4(mn ) + (m =n)’

echimlarga ega bo‘lamiz.

Bizizlayotgan r radiusuchun fagat X, qiymat to‘g‘ri keladi (X, qiymat to‘g‘ri
kelmasligini tekshirib ko‘rish mumkin).
W [NamDPI
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Belgilashimizga ko‘ra, X, ning ifodasidan

abc
ab +bc + ac + 2-/abc(a+b +c)

r =

bo‘lishi kelib chigadi. Tenglik isbotlandi.
3-masala. Diametri AB =a+b, (a>0, b>0) ga teng bolgan yarim
doiraga markazi AB da yotgan, diametri a va b ga teng bo‘lgan yarim doiralar

ichki chizilgan (3-chizmaga qarang). Uchta yarim aylana bilan chegaralangan

shaklga diametri d ga teng aylana ichki chizilgan bo‘lsa,
ab(a+b
| ablasb)

a’+ab+b’

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Yechish. Diametri AB =a+b, a>0, b>0 bo‘lgan doiralarning

markazlari mos ravishda O, O,, O, bo‘lsin. Aytaylik biz izlayotgan doira markazi

O, varadiusi r bo‘lib, Z0,00, = a bo‘lsin. U holda

a+b a b
00, =A0 - AO, = -—=—, 3)
2 2 2
a+b b a
00, =BO -BO, = -—=—, 4)
2 2 2
a+b
00, = 5 -r (5)

tengliklar o‘rinli.

3-chizma

Endi 0,00, va 0,00 ; uchburchaklarga kosinuslar teoremasini qo‘llaymiz:
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OO CCOONCOCERUCEGGCAT TSSO AU OROTOBOTIE I 2 X SOCE SO SO G OO OO RSO ICK OGN AT AT
2 2 2
0,07=002+007-200, -00, -cos a, (6)
0,0=002+007-200,-00, -cos(z —a) (7)
273 2 3 2 3 :

(3), (4), (6) tengliklardan foydalansak, (6), (7) tenglamalar quyidagi
ko‘rinishga keladi:

a ’ b ? a+b ? a+b

—+r| == + -r| —b —r|cos «, )]
2 2 2 2

b ? a ? a+b ? a+b

—+r| =|—| + -r| —a —r |cos a. 9)
2 2 2 2

(8) tenglikni a ga, (9) tenglikni esa b ga ko‘paytirib, hosil bo‘ladigan tengliklarni

qo‘shamiz. U holda quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
2 2 2 2 2
a b b a a+b
a| —+r| +bl——r| =a|—| +b|—| +(a+b) —r
2 2 2 2 2

Bu tenglikni soddalashtirib, undan r ni topamiz:
ab(a+b)
2(a2 + ab + bz).

r =

Bu esa tenglik o‘rinli ekanini bildiradi.

Pifagor teoremasini qo‘llab, Eylerning mashhur teoremasini sodda isbotini
keltiramiz.

4 — masala (Eyler teoremasi). Agar ABC uchburchakka ichki va tashqi
chizilgan aylanalarning radiuslari r, R Dbo‘lsa, ularning markazlari orasidagi
masofa d uchun

d?>=R?-2Rr (10)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Yechish: ABC  uchburchak o‘tmas burchakli (£LC =y >90°) deb
hisoblaymiz. Bu holda tashqi chizilgan aylana markazi uchburchakdan tashqarida

bo‘ladi. AB =c, BC =a, CA =b va ichki chizilgan aylana markazi O, tashqi

chizilgan aylana markazi O, bo‘lsin. Ichki chizilgan aylana AB tomonga K
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nuqgtada urinsin. O,K ning davomiga perpendikulyar bo‘lgan O,M kesmani va

O,P 1 AB kesmani o‘tkazamiz (4-chizmaga qarang).

Chizmaga asosan, O, MO , uchburchakda

4-chizma

Endi ba’zi shakl almashtirishlarni bajaramiz:

a’+b’-c? (a-b)" -c’+2ab  2(p-a)(p-b)

1. cos y = = +1;
2ab 2ab ab
W |[NamDPI 35
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abc .SAABC (p B a)(p _b)

, Rrp-a)p-b) 4S,. p _c(p-a)p-b)
' ab ab 4p ’
5 2 :(SAﬂ] _ (p—a)(p—b)(p—C):(p_a)(p_b)_c(p—a)(p—b)_
p p p

Bularga ko‘ra

47 _ RZ_ZRr(_ 2(p—a)(p—b)+1J_C(p—a)(p—b)

ab p
R - — — —
_n?_opp s g Rr(P-a)p-b) c(p-a)p-b)_
ab p
nt e aS(P-2Np-b) c(p-alp-b) . .
4p p

Demak, (10) tenglik o‘rinli. ABC wuchburchak to‘g‘ri burchakli va o‘tkir burchakli
bo‘lgan hollarda Eyler formulasini isbotlashni o‘quvchiga havola qilamiz. Tenglik
isbotlandi.

XULOSA

Mazkur maqolada Pifagor teoremasi, Dekart koordinatalar sistemasi va
vektorlar algebrasining turli geometrik va algebraik masalalarni yechishga
qgo‘llanilishi sohasi nagadar kengligini ko‘rsatildi. Shuningdek, ushbu mavzularni
masalalar yechishga tatbiq qilishga doir misollar yechimi uslubiyatini ko‘rsatildi
hamda uchburchak metrik munosabatlari bilan bogliq murakkab masalalar
yechimlari o‘rganildi.

Ushbu ishdan oliy ta’lim muassasalarining quyi kurs talabalari, akademik
litseylar hamda umumiy o‘rta ta’lim o‘quvchilari foydalanishlari mumkin. Mazkur
ish o‘quvchilarning bilimlarini va matematikaga bo‘lgan qizigishlarini oshiradi,
hamda o‘quvchilarni matematikadan olimpidaga tayyorlashda to‘garak rahbarlariga
bu ishning katta yordami tegadi, degan umiddamiz.
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